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摘　 要:为解决传统 Tikhonov 正则化解耦方法在载荷反求中获得的载荷误差较大的问题,引入改进的
 

Tikhonov 正则化方法。 以某型铁路货车转向架侧架应变数据为例,假设两种应变误差情况(5%误差、
10%误差),使用 3 种解耦方法(最小二乘法、Tikhonov 正则化方法、改进的 Tikhonov 正则化方法)进行载

荷反求,并将不同的解耦方法得到的反求载荷与实际施加载荷进行对比,结果表明,改进的 Tikhonov 正

则化方法可以在应变数据存在误差的情况下保证可靠的反求精度,实现对载荷反求误差的有效控制,降
低了传统解耦方法的计算时长,能更快速地获取反求载荷的数据,为铁路货车转向架侧架结构提供一种

稳定的载荷反求方法。
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　 　 近年来,轨道车辆行业尤其是高速动车组、货
车车辆等迅速发展,车辆设计、制造等工艺对车辆

设计载荷提出了越来越高的要求[1] 。 为了增强

设计结构的安全性,设计工程师需要获取更精准

的载荷数据[2] 。 但在车辆早期设计阶段,由于无

法获取设计车辆在实际路线上运行的实测载荷,
只能基于已颁布的相关标准进行设计,然而这些

标准过度依赖已生产产品的生产经验,因此存在

一定的弊端,在具体产品设计、试验、评估以及可

靠性等方面的规定仍显不足[3] 。 若设计的产品

承受载荷远远高于实际运营载荷,会增加不必要

的生产成本;若设计的产品承受载荷低于实际运

营载荷,将会导致产品的可靠性下降,极易造成运

营安全事故,只有准确掌握真实载荷输入才能设

计出满足设计工程需要的产品[4] 。 对于铁道车

辆载荷历程的获取,一般情况下都是先测量铁道

车辆在路线上运行受载产生的应变,再将应变数

据进行反求获取铁道车辆的载荷历程,结构动力

学领域将载荷反求的问题归类为第二类反问

题[5] 。 利用应变矩阵构成的传递矩阵求逆运算

是载荷反求中的关键步骤,由于所选的测点位置

不正确,导致传递矩阵具有严重的病态性,降低了

反求载荷的准确性。 为克服传递矩阵病态性对反

求载荷的影响,龙旭等[6] 给出一种增广 Tikhonov
正则化技术的改进贝叶斯方法,通过引入小波阈

值方法解决高噪声水平下多源 / 连续冲击载荷识

别精度不佳的问题,在识别过程中自适应地确定

最优正则化参数,并有效地剔除噪声对冲击载荷

识别的影响。 赵浪涛等[7] 使用 L1 范数正则化和

最小二乘优化方法,对传统的冲击载荷识别方法

进行优化,在时域内提高识别准确性。 Liu 等[8]

为保证船体结构的安全性,在 Tikhonov 正则化的

基础上建立 3 种离散方式,克服冰载荷反求过程

中的病态性,获取船体在实际运行中受到的冰载

荷。 Jiang 等[9]为了提高载荷识别精度,引入了基

于贝叶斯原理的增广 Tikhonov 正则化方法。 Liu
等[10]将 Tikhonov 正则化与截断广义奇异值正则

化(TSVD)方法相结合,降低识别复杂载荷中出

现的不适定问题对反求数据的影响。
　 　 以上研究从不同方面介绍了正则化方法在冲
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击载荷、冰载荷等复杂载荷识别问题中的应用,但
是所使用的方法未考虑 Tikhonov 正则化对奇异

值进行了同幅度的修正,没有考虑较小奇异值对

反求结果的影响,导致反求结果仍存在较大误差。
基于此,本文引入改进的 Tikhonov 正则化,以某

型铁路货车侧架的应变数据为研究对象,首先使

用转向架动载荷的经验公式建立传递矩阵,再通

过动力学逆问题的思想利用应变数据反求载荷。
为模拟试验中应变数据的真实情况,对应变数据

施加误差,使用 3 种方法进行载荷反求,并对 3
种方法反求的载荷进行对比,该方法在误差梯

度增大的情况下具有高反求精度,且具有较好

的抗噪性。

1　 载荷反求方法基本原理

1. 1　 影响系数法

　 　 载荷反求首先需要建立载荷与应变的关系

式,然后再运用关系式进行载荷反求。 载荷与应

变的关系式通常多用影响系数法[11] 建立,影响系

数法基于以下假设[12] :
　 　 (1)线性假设。 假设所测的应变数据与所需

反求的载荷数据的变化规律符合线性规律,并能

够以线性规律叠加。
　 　 (2)时不变假设。 假定随着时间的推移,所
测量结构的动态特性保持稳定。
　 　 (3)可观测性假设。 假设结构中指定的位置

所需要的应变数据能够测量。
　 　 (4)互易性原理。 假设结构符合 Maxwell 互
易性原理。
　 　 影响系数法生成的线性矩阵方程可以用以下

关系式表示[13] :
 

εg×1 = Ag×m
 βm×1 (1)

Fn×1 = Pn×m
 βm×1 (2)

式中: Fn×1 为某一工况下载荷的分布矩阵; εg×1

为在 Fn×1 载荷分布矩阵作用下的应变数据矩阵;
Ag×m 为影响系数矩阵; Pn×m 为单位载荷矩阵;
βm×1 为线性系数;角标 g 为应变测点数量;m 为单

位载荷工况数量;n 为载荷加点数量。
　 　 对式(1)、式(2)进行合并整理,得到一个关

于载荷与应变之间的关系式:
Cg×nFn×1 = εg×1 (3)

式中: Cg×n 为载荷与应变之间的线性关系的矩

阵,被称为传递矩阵。 传递矩阵通常由试验实际

测量或使用有限元仿真分析 2 种方法获取。 通常

情况下,使用最小二乘法求解式(3)来得到反求

的载荷,式(3)的最小二乘解为:
FLS = CT

g×nCg×n( ) -1CT
g×nεg×1 (4)

　 　 实际情况是通过实际测量得到的应变矩阵

εg×1 不可避免地存在误差 δ ,即右端项 εg×1 与其

真实值 ε g×1( ) true 之间的误差值为 ε true - ε <
δ ,其中 δ > 0。 由于 CT

g×nCg×n 对右端项 εg×1 存在

的误差 δ 过于敏感,即矩阵 CT
g×nCg×n 的条件数过

大,使得式(3)的方程为病态方程,导致式(4)的

最小二乘解严重偏离真实解,必定会导致反求结

果中的 FLS 不准确,这一问题称为不适定问题。
　 　 不适定问题在反求的过程中不可避免,导致

式(3)的算子方程不稳定,因此需要正则化技术

来稳定算子的反演[14] ,正则化技术中经常使用的

Tikhonov 正则化[15] 。
1. 2　 Tikhonov 正则化原理

　 　 在众多正则化的方法中,由于 Tikhonov 正则

化法,特别是基于最小 L2 范数准则下的 Tikhonov
正则化计算流程简单,因此被广泛用于处理不适

定的问题[16] 。 该方法在确保数据拟合的前提下,
旨在解决下列最小化问题[17] :

min Cg×nFn×1 - εg×1
2
2 + μ RFn×1

2
2{ } (5)

式中: μ > 0 为正则化参数; R为正则化矩阵。 式

(5)的解为:
Fn×1 = CT

g×nCg×n + μRTR( ) -1CT
g×nεg×1 (6)

　 　 对式(6)中的载荷系数矩阵 Cg×n 和正则化矩

阵 R 进行奇异值分解,整理后得到:

Fn×1 = ∑
n

j = 1
f1·

uT
j εg×1

σ j
vj (7)

f1 =
σ2

j

σ2
j + μγ2

j

,1 ≤ j ≤ n (8)

　 　 式(7)、式(8)中, σ1 ≤σ2 ≤ … ≤σn 和 γ1 ≤
γ2 ≤ … ≤γ n 分别为载荷系数矩阵Cg×n 和正则化矩

阵 R 经过奇异值分解后得到的奇异值, λ j = σ j / γ j;
式(8)称为 Tikhonov 正则化的滤波函数。
　 　 当 R = E 时,Tikhonov 正则化变为标准 Tik-
honov 正则化,式(7)可改写成:

Fn×1 = ∑
n

j = 1
f2·

uT
j εg×1

σ j
vj (9)

f2 =
σ2

j

σ2
j + μ

,1 ≤ j ≤ n (10)

　 　 对式(8)进行分析,发现在标准 Tikhonov 正

则化方法下,传递矩阵 Cg×n 的所有奇异值都被正
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则化矩阵以相同的幅度进行修正[18] ,这使得传递

矩阵 Cg×n 中较大的奇异值修正偏强,小奇异值修

正偏弱,以此来抑制应变误差对反求结果的影响。
然而奇异值较大的部分是传递矩阵 Cg×n 中的主

要成分,对数据误差并不敏感,不需要进行较大幅

度的修正,奇异值较小的部分是传递矩阵 Cg×n 中

对应变数据误差最敏感的部分,为了提高式(3)
的稳定性,需要对奇异值较小的部分大幅度修正,
使反求的载荷数据精度更高。

2　 正则化矩阵的改进

　 　 本文提出对 Tikhonov 正则化的正则化矩阵 R
进行改进,改进的 Tikhonov 正则化会对传递矩阵

Cg×n 中的奇异值进行修正,修正幅度根据奇异值

的不同进行不同程度的修正,然后确定阈值奇异值

σ t 将所有奇异值划分为较大奇异值与较小奇异值,
对较大奇异值不修正,对较小奇异值进行修正。
　 　 根据式(8)的滤波函数表达式可知,反求载

荷 F 的结果与滤波函数 f有关,当 f = 1 时,此时对

奇异值不进行修正,对反求载荷 F 的结果没有任

何影响;当 f 为其他形式时,就会对奇异值进行修

正。 本文设计两种不同的对角阵 D1 与 D2 替代原

始正则化矩阵 R,D1 与 D2 的具体表达式分别为:

D1 =

σt

σ1
0 … 0

0
σt

σ2
0 …

︙ ︙ ︙ ︙

0 0 …
σt

σn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

g×n

(11)

D2 =

σt

σ1
( )

3
4

0 … 0

0
σt

σ2
( )

3
4

0 …

︙ ︙ ︙ ︙

0 0 …
σt

σn
( )

3
4

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

g×n

(12)

　 　 阈值奇异值 σ t 的确定需要引入广义交叉检

验(GCV)准则,该准则由 Golub 等[19] 提出,是一

种针对无法预估丢失数据的统计学交叉验证技

术。 该技术关键步骤在于首先将原始数据一分为

二,求解未知参数时使用一半的数据,验证求解参

数的合理性时使用另一半数据。 GCV 准则的函

数表达式为:

G(k) =
Cg×nF(n×1)k - ε 2

2

Tr E - Cg×nC′g×n( )[ ] 2 (13)

式中: C′g×n 表示投影到正则化解 F(n×1 ) k 的影响

矩阵,并且满足 C′g×nε = F(n×1) k ; Tr 为矩阵的迹

(矩阵对角元素之和)。 当函数 G(k) 为最小时,
所对应的 k 值为最优解,函数表达为:

kGCV =min
k > 0

G(k){ } (14)

　 　 通过 GCV 准则,能够确定阈值奇异值 σ t ,进
而构造 D1 与 D2 两个正则化矩阵。

3　 侧架载荷反求方案

　 　 基于本文提出的改进方案,以侧架作为研究

对象,验证本文提出方法的可靠性。 侧架载荷反

求方案流程见图 1。 从图 1 可知,载荷反求流程

中“选取测点数量与测点位置”需要确定货车侧

架的应变片数量与应变片位置,来设计条件数较

小的传递矩阵 Cg×n ,降低算子方程(3)的病态性。
本文使用 True-Load 软件中的 D-Optimal 原则[20]

寻找最佳应变测量位置,True -Load 软件中的使

用方法已经在文献[21]中验证完毕。

图 1　 侧架载荷反求方案流程

Fig. 1　 Flow
 

chart
 

of
 

side
 

frame
 

load
 

reverse
 

solution
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　 　 根据侧架的几何模型,建立侧架有限元模型,使
用实体建立侧架有限元模型,实体单元类型以四面

体为主,侧架有限元模型节点个数为 104
 

861 个,单
元个数为380

 

647 个。 根据TB / T
 

3549. 2—2021 标准

设计单位载荷工况与反求工况。 侧架有限元模型与

载荷施加方向示意图见图 2,侧架单位载荷工况与待

反求工况见表 1。

图 2　 侧架有限元模型与载荷施加方向示意图
 

Fig. 2　 Finite
 

element
 

model
 

of
 

side
 

frame
 

and
 

schematic
 

diagram
 

of
 

load
 

application
 

direction

表 1
 

侧架单位载荷工况与待反求工况

Tab. 1　 Unit
 

load
 

condition
 

of
 

side
 

frame
 

and
 

working
 

condition
 

to
 

be
 

reversed kN

工况名称

节点载荷

节点 28
 

777
Y 方向

节点 45
 

930
Z 方向

节点 52
 

320
Y 方向

单位工况 1 100 0 0

单位工况 2 0 100 0

单位工况 3 0 0 100

待反求工况 46. 4 66. 6 500. 1

　 　 本文设置 5 个贴片位置, True - Load 给出

的测点位置见图 3,每个测点的方向应变数据见

表 2。 经计算,
 

在已建立的货车侧架有限元模型

(a)
 

测点 A1、A2、A4、A5 位置

(b)
 

测点 A3 位置

图 3　 计算得到的最佳贴片位置

Fig. 3　 Calculated
 

optimal
 

patch
 

position

上施加单位载荷,并使用 True-Load 软件分析单

位载荷作用下货车侧架的有限元计算结果。 依据

D-Optimal 原则挑选最佳应变测量数量、应变测

量位置与应变测量方向。

表 2　 最佳贴片位置方向应变数据

Tab. 2　 Optimum
 

patch
 

position
 

direction
 

strain
 

data mm

测点

标号

节点

号

单位工况序号

1 2 3

应变

方向

A1 6
 

764 -2. 24×10-4 -2. 44×10-6 -4. 23×10-6 Y

A2 45
 

126 2. 09×10-5 4. 74×10-5 6. 09×10-6 X

A3 45
 

938 -1. 18×10-6 -1. 14×10-6 -7. 03×10-4 Z

A4 79
 

937 1. 36×10-7 -1. 22×10-5 -4. 16×10-8 X

A5 80
 

748 2. 64×10-6 1. 16×10-5 2. 24×10-7 X

4　 载荷反求数据分析

　 　 为了更有效地在仿真中模拟应变数据的真实

测量情况,在载荷反求过程中考虑了误差对应变

数据的影响。 本文对在侧架反求工况下最佳贴片

位置的应变数据施加 5%以内随机误差与 5% ~
10%随机误差,使用存在误差的应变数据对不同

反求方法进行载荷反求,并将不同方法得到的载

荷数据与仿真值进行对比,验证不同反求方法的

准确性。 不同梯度下的应变数据见图 4。

图 4　 应变仿真值施加误差

Fig. 4　 Strain
 

simulation
 

value
 

applied
 

error
 

diagram
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　 　 将表 2 中的应变数据作为传递矩阵,与应变

误差数据代入式(3),分别使用最小二乘法、Tik-
honov 正则化与本文的方法反求载荷,并与仿真

施加的载荷进行对比,计算最大误差率。 为缩短

文章的篇幅,不同反求方法的代号分别用 A、B、
C、D 表示。 不同反求方法、不同误差梯度下反求

载荷的最大误差率见表 3,不同反求方法、不同误

差梯度下反求结果对比见图 5。

表 3　 不同反求方法最大误差率

Tab. 3　 Maximum
 

error
 

rate
 

of
 

different
 

reverse
 

methods

反求方法
最大误差率 / %

5%误差梯度 10%误差梯度

最小二乘法(A) 17. 25 28. 33

Tikhonov 正则化(B) 12. 70 18. 54

改进的 Tikhonov
正则化(矩阵 D1 )(C)

1. 75 5. 84

改进的 Tikhonov
正则化(矩阵 D2 )(D)

1. 48 3. 92

(a)
 

5%误差梯度

(b)
 

10%误差梯度

图 5　 不同反求方法、不同误差梯度下反求结果对比

Fig. 5　 Comparison
 

of
 

reverse
 

results
 

under
 

different
 

reverse
 

methods
 

and
 

different
 

error
 

gradients

　 　 本文还研究了不同误差梯度下不同反求方法

的计算时长,以此来判断不同反求方法的计算效

率。 本文 3 种反求方法均在 Matlab 平台下计算,
将 B、C、D

 

3 种方法的耗时与 A 方法的耗时进行

对比,计算性能提升率,不同反求方法的性能提升

率见表 4。

表 4　 不同反求方法的性能提升率

Tab. 4　 Performance
 

improvement
 

rate
 

of
 

different
 

inverse
 

methods

反求方法
性能提升率 / %

5%误差梯度 10%误差梯度

最小二乘法(A) 0 0

Tikhonov 正则化(B) 25 5

改进的 Tikhonov
正则化(矩阵 D1 )(C)

45 20

改进的 Tikhonov
正则化(矩阵 D2 )(D)

45 20

　 　 通过表 4 及图 5 可知,以本次研究的铁路货

车转向架侧架应变数据为对象,与其他 2 种方法

相比,在不同的误差梯度下,使用改进的 Tikhonov
正则化进行反求时载荷的误差率较低,反求误差

均在可接受范围内,计算耗时较少,性能提升率较

高。 该方法能够在误差梯度逐渐增大的情况下,
较好地减弱不适定问题对载荷反求精度的影响。

5　 结论

　 　 本文使用某型铁路货车转向架侧架应变数

据,对应变数据施加 2 种不同梯度的误差,并使用

最小二乘法、Tikhonov 正则化与改进的 Tikhonov
正则化三种不同方法进行载荷反求,并对 3 种不

同方法下反求的载荷与仿真载荷进行对比,计算

3 种方法反求所得载荷的最大误差率与计算过程

中所消耗的时间,得到以下结论:
　 　 (1)本文所提出的方法与传统载荷反求方法

相比,能够通过应变数据反求出误差率较低的载

荷数据,在实际工程应用中具有一定的实用价值,
为后续载荷反求的进一步研究提供可行思路。
　 　 (2)经对比,在误差梯度增大的情况下,改进

的 Tikhonov 正则化能够有效地降低不适定问题

对载荷反求准确度的影响,降低载荷反求的误差

率,提高反求载荷的精度。
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　 　 (3)改进的 Tikhonov 正则化能够较快地反求

得到载荷数据,实现铁路货车在实际道路运行中

实时预测载荷,为铁路货车运行安全性提供重要

保障。
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Application
 

of
 

Improved
 

Regularization
 

Methods
 

in
 

Load
 

Reconstruction
LI

 

Xiaofeng1,BAI
 

Kaiwen1,ZHANG
 

Dailin1,LI
 

Zhigang2

(1. Zhan
 

Tianyou
 

College(CRRC
 

College),Dalian
 

Jiaotong
 

University,Dalian
 

116028,China;2.
 

Dalian
 

Research
 

and
 

Develop-
ment

 

Center,
 

CRRC
 

Qiqihar
 

Rolling
 

Stock
 

Co. ,
 

Ltd. ,
 

Dalian
 

116052,
 

China)

Abstract:The
 

reverse
 

load
 

calculation
 

can
 

accurately
 

predict
 

the
 

load
 

of
 

the
 

structure,
 

which
 

is
 

an
 

important
 

method
 

to
 

ensure
 

the
 

safety
 

of
 

railway
 

freight
 

car
 

operation
 

on
 

the
 

actual
 

road.
 

However,
 

due
 

to
 

the
 

existence
 

of
 

Ill-posed
 

problems
 

and
 

the
 

interference
 

of
 

strain
 

data
 

errors,
 

the
 

decoupling
 

method
 

of
 

traditional
 

Tikhonov
 

regularization
 

obtains
 

a
 

large
 

load
 

error
 

in
 

the
 

load
 

inversion.
 

To
 

solve
 

these
 

problems,
 

an
 

improved
 

Tikhonov
 

regularization
 

method
 

is
 

introduced.
 

Taking
 

the
 

strain
 

data
 

of
 

the
 

side
 

frame
 

of
 

a
 

certain
 

type
 

of
 

railway
 

truck
 

bogie
 

as
 

an
 

example,
 

assuming
 

two
 

strain
 

errors
 

(5%
 

error
 

and
 

10%
 

error),
 

three
 

decoupling
 

methods
 

(least
 

square
 

method,
 

Tikhonov
 

regularization
 

and
 

improved
 

Tikhonov
 

regularization)
 

are
 

used
 

to
 

reverse
 

the
 

load,
 

and
 

the
 

reverse
 

load
 

obtained
 

by
 

different
 

decoupling
 

methods
 

is
 

compared
 

with
 

the
 

actual
 

applied
 

load.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

improved
 

Tikhonov
 

regularization
 

method
 

can
 

ensure
 

reliable
 

reverse
 

accuracy
 

when
 

there
 

are
 

errors
 

in
 

strain
 

data,
 

realize
 

effective
 

control
 

of
 

load
 

reverse
 

error,
 

reduce
 

the
 

calculation
 

time
 

of
 

traditional
 

decoupling
 

methods,
 

and
 

obtain
 

reverse
 

load
 

data
 

more
 

quickly,
 

providing
 

a
 

stable
 

reverse
 

load
 

method
 

for
 

the
 

side
 

frame
 

structure
 

of
 

railway
 

truck
 

bogie.
Keywords:reverse

 

load;Ⅲ-posed
 

problem;improved
 

Tikhonov
 

regularization;truck
 

bogie


